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Аннотация

Цель. Рассмотреть взаимосвязь между введенным ранее в статьях автора показателем опти-
мизационной конкуренции и широко распространенными в экономике игровыми моделями, 
в частности матричными играми с нулевой суммой.

Задачи. Определить количественную взаимосвязь между решениями игровых моделей  
и оптимизационной конкуренцией, позволяющую по-новому трактовать результаты игровых 
моделей в экономике; соотнести оптимальные стратегии в игровых моделях с показателем 
оптимизационной конкуренции.

Методология. На основе анализа проведено исследование взаимосвязи между введенным 
ранее показателем конкуренции (оптимизационной конкуренции) и игровыми моделями.  
На примерах установлена количественная связь оптимизационной конкуренции с результа-
тами матричных игр с нулевой суммой в чистых и смешанных стратегиях. 

Результаты. Ряд игровых моделей предполагают применение методов оптимизации, то есть 
методов линейного программирования, в матричных играх со смешанными стратегиями. 
Поскольку введенный ранее показатель оптимизационной конкуренции разработан именно 
для оптимизационных задач, то становится целесообразным исследование взаимосвязи между  
ним и решением игровых задач. Идея заключается в том, чтобы сопоставить расчеты по-
казателя оптимизационной конкуренции с результатами игровых моделей. На примерах 
показаны закономерности того, как изменяется показатель оптимизационной конкуренции 
в зависимости от различного рода игровых моделей, в частности матричных игр. Определе-
ны различия и особенности в случаях матричных игр в чистых и смешанных стратегиях.

Выводы. Показана связь оптимизационной конкуренции с результатами матричных игр  
с нулевой суммой. «Чистый выигрыш» (или называемые в игровых экономических моделях 
«чистые стратегии») возможен только при ненулевой оптимизационной конкуренции,  
а средний, ожидаемый, с вероятностью, в зависимости от матрицы платежей, может сопро-
вождаться как нулевой, так и ненулевой конкуренцией. Иными словами, чистый выигрыш 
требует того, чтобы конкуренция была наибольшей при других равных условиях. Данный 
подход позволяет по-новому подойти к трактовке результатов игровых моделей, в частности 
матричных игр с нулевой суммой. Сегодня результатом игры является лишь ее цена, опре-
деляемая в чистых или смешанных стратегиях. Но приведенные результаты говорят о том, 
что значение цены игры целесообразно сопоставлять со значением оптимизационной конку-
ренции, что дает дополнительную информацию для анализа в игровых экономических мо-
делях.

Ключевые слова: оптимизационная конкуренция, игровые модели в экономике, чистые и смешанные 
стратегии, оптимизация, эффективность
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Abstract

Aim. The work aimed to analyze the relationship between the optimization competition indicator 
introduced earlier in the author’s articles and the game models widely used in economics,  
in particular, zero-sum matrix games.

Objectives. The work seeks to determine the quantitative relationship between the solutions  
of game models and optimization competition, which allows for a new interpretation of the 
results of game models in economics; as well as to correlate the optimal strategies in game 
models with the optimization competition indicator.

Methods. The analysis was used to perform a study of the relationship between the previously 
introduced competition indicator (optimization competition) and game models. Examples were 
applied to establish a quantitative relationship between optimization competition and the results 
of zero-sum matrix games in pure and mixed strategies.

Results. A number of game models involve the use of optimization methods, i.e. linear programming 
methods, in matrix games with mixed strategies. Since the previously introduced optimization 
competition indicator was developed specifically for optimization problems, it becomes appropriate 
to study the relationship between it and the solution of game problems. The idea consists  
in comparing the calculations of the optimization competition indicator with the results of game 
models. The examples present the patterns of changes in the optimization competition indicator 
depending on various types of game models, in particular, matrix games. The differences and 
features in the cases of matrix games in pure and mixed strategies were determined.

Conclusions. The work presents the relationship between optimization competition and the 
results of zero-sum matrix games. “Pure gain” (or “pure strategies” called in game economic 
models) is possible only with non-zero optimization competition, and the average one, expected, 
with probability, depending on the payoff matrix, can be accompanied by both zero and non-zero 
competition. In other words, pure gain requires that competition be greatest, all other things 
being equal. This approach allows a new approach to interpreting the results of game models, 
in particular, zero-sum matrix games. Nowadays, the game result is only its price determined 
in pure or mixed strategies. But the results given indicate that it is advisable to compare  
the value of the game price with the value of optimization competition, which provides additional 
information for analysis in game economic models.

Keywords: optimization competition, game models in economics, pure and mixed strategies, optimization, 
efficiency
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Статья развивает авторский подход к поня-
тию «оптимизационная конкуренция», из-
ложенный нами ранее [1; 2]. Многие задачи 
оптимального распределения ресурсов, оп-
тимального бюджетирования, целесообраз-
ного распределения инвестиций, оптимиза-
ции производственного плана, управления 
запасами и ряд других задач экономиче-
ского содержания в математическом аспек-
те сводятся к решению оптимизационных 
задач, суть которых заключается в поиске 
наилучших решений, с одной стороны мак-
симизирующих критерии (эффективность, 
прибыль, доходы, иное), с другой — обеспе-

чивающих выполнение ряда ограничений 
в отношении ресурсов, финансовых возмож-
ностей, временных параметров, сырья, про-
изводственных возможностей и  т.  п. Этот 
класс задач всесторонне изучен [3; 4; 5; 
6;  7].

В связи с подобными задачами нами рас-
смотрен иной аспект, который можно проде-
монстрировать на примере экономического 
характера. Предположим, производствен-
ное предприятие на конкурентной основе 
проводит тендер на закупку оборудования. 
Среди поставщиков — участников тенде-
ра  — возникает конкуренция, поскольку 
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их предложения о составе оборудования 
различаются по цене, технико-экономиче-
ским, временным и другим показателям.  
Во многих случаях выбор оптимального обо-
рудования (победителя тендера) определяют 
с помощью математических моделей, основу 
которых составляет именно оптимизацион-
ная задача. Суть последней — нахождение 
оптимального состава оборудования, обеспе-
чивающего максимальную эффективность 
(рентабельность, доходность и т. д.) пред-
приятия при стоимостных и иных ограни-
чениях.

Авторский подход состоит в следующем: 
если на практике (в экономике) возникает 
реальная конкуренция между экономиче-
скими субъектами, то каким образом кон-
куренция проявляется в моделях оптимиза-
ции, с помощью которых моделируются дан-
ные процессы и определяется оптимальный 
состав оборудования в интересах предпри-
ятия. В ряде работ [1; 2] введен показатель, 
являющийся своего рода математическим 
аналогом конкуренции. Назовем его опти-
мизационной конкуренцией. Исследование 
показателя конкуренции подробно рас - 
смотрено ранее [2]. Теперь устанавливаем 
связь оптимизационной конкуренции с игро-
выми моделями. Игровые модели давно и 
прочно вошли в арсенал экономико-матема-
тических методов и используются для реше-
ния широкого круга задач [8; 9]. Целый ряд 
этих моделей предполагает и применение 
методов оптимизации. Например, методов 
линейного программирования (в матрич-
ных играх со смешанными стратегиями). 
Поэтому в  настоящей статье предлагаем 
исследовать влияние введенного ранее [1; 
2] показателя конкуренции (оптимизацион-
ной конкуренции) на результаты игровых 
моделей, то есть матричных игр с нулевой 
суммой. Существует ли связь между реше-
нием игровых моделей и оптимизационной 
конкуренцией? Попытаемся ответить на этот 
вопрос в процессе нашего исследования.

Рассмотрим понятие оптимизационной 
конкуренции. Предположим, что предпри-
ятие выпускает n видов продукции в коли-
честве 1,..x  nx . Цены на продукцию (все сто-
имостные показатели измеряют в условных 
единицах), в зависимости от ее вида, равны 

1,..c  nc . Представлены также m ограниче-
ний на выпуск продукции, среди которых  
финансовые ограничения, сырьевые, вре-
менные, производственные. Коэффициенты 
(bj) 1,..b  mb  отражают ограничения по  вы-

пуску продукции, а коэффициенты ija , фи-
гурирующие в ограничениях (2), характе-
ризуют удельный вес переменных 1,..x  nx   
в каждом ограничении. Для задач линей-
ного программирования

 
1 2

1 1 2 2,  
max  

n
n nx x x

c x c x c x
…

+ +…+  (1)

 11 1 12 2 1 1n na x a x a x b+ +…+ ≤  (2)

. . . . . . . . .

 1 1 2 2m m mn n ma x a x a x b+ +…+ ≤  (3)

 ix  ≥ 0   i = 1,2 … n, j = 1,2 … m   

условия оптимальности (теорема дополни-
тельной нежесткости [8]) можно записать 
в виде:

 1

m

i j ji
j

c a
=

= λ∑  при * 0ix >  (4)

 1

m

i j ji
j

c a
=

≤ λ∑  при * 0. ix =  (5)

Показатель конкуренции (или оптимиза-
ционной конкуренции) определяем следую-
щим образом: 

 1 1

( ). 
n m

j ji i
i j

K a c
= =

= λ −∑∑  (6) 

Физический смысл показателя — недо-
статок (дефицит) скорости целевой функ-
ции по всем нулевым (неконкурентным) 
переменным. Переменная ix  неконкурент-
на, если величина ,ic  частная производная 
целевой функции по ней, не может взять 
«барьер», составленный из линейной ком-
бинации частных производных ограниче-
ний (5). Показатель этот — так называемая 
жесткость отбора претендентов на ресурсы. 
Данный показатель несложно вычислить 
из индексной строки итоговой симплекс-
таблицы: сумма элементов по столбцам сво-
бодных переменных. В случае отсутствия 
нулевых компонент в оптимальном решении 
оптимизационная конкуренция равно нулю. 
Показатель (6) может быть нормирован от 
0 до 1:

   (7)

Рассмотрим пример из исследования  
Х. А. Таха [8]. Две фармацевтические ком-
пании А и В продают два вида лекарств 
против гриппа. Компания А рекламирует 
продукцию на радио (А1), телевидении (А2),  
в интернете (А3). Компания В, в дополнение 
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В1 В2 В3 В4 Min строк

А1 8 –2 9 –3 –3
А2 6 5 6 8 5 
А3 –2 4 –9 5 –9

Max столбцов 8 5 9 8

Рис. 1. Платежная матрица № 1
Fig. 1. Payoff matrix No. 1

Источник: составлено автором .

к использованию радио (В1), телевидения 
(В2), интернета (В3), еще и рассылает поч-
той рекламные буклеты (В4). Разумеется, 
каждая компания может привлечь на свою 
сторону покупателей лекарств. Приведенная 
на рисунке 1 матрица платежей характери-
зует процент клиентов, привлеченных либо 
потерянных компанией А. Какое выбрать 
решение из А1, А2, А3?

Данную игровую задачу решаем в чистых 
стратегиях. Седловую точку (цена игры = 5)  
находим без труда. Однако для уяснения 
взаимосвязи игровой модели с оптимизаци-
онной конкуренцией сформулируем матема-
тическую постановку для игрока А таким об-
разом, словно решение задачи с платежной 
матрицей на рисунке 1 требует смешанных 
стратегий: 
 

1 3,

max
x x w

w
…

 (8)

 1 2 38 6 2 0 w x x x− − + ≤

 1 2 32 5 4 0 w x x x+ − − ≤

 1 2 39 6 9 0 w x x x− − + ≤

 1 2 33 8 5 0 w x x x+ − − ≤

 1 2 3 1,x x x+ + =

где  ix – вероятности выбора стратегий игро-
ком А; ix  ≥ 0 для i = 1, 2, 3.

Решение задачи (8) говорит о том, что 
оптимальная стратегия для игрока А обеспе-
чивается при 1x = 0; 2 x = 1; 3  x = 0. Иными 
словами, игрок А выбирает вторую строку, 
а игрок В — второй столбец. Седловая точка 
игры равна 5. В рассматриваемой задаче 
нижняя и верхняя цена игры совпадают, 
что предопределяет седловую точку (цену 
игры) величиной, равной 5.

Теперь оценим оптимизационную конку-
ренцию задачи (8) для игрока А. Поскольку 
в решении остальные переменные, кроме 2,x  
равны нулю, то это автоматически предопре-
делит ненулевое значение показателей 

конкуренции (6, 7). Действительно, решив 
задачу (8) симплекс-методом и выполнив 
расчеты по формулам (6 и 7), получаем, что  
Kнорм = 0,889. Таким образом, высокий уро-
вень оптимизационной конкуренции. Это ре-
шение приводит нас к важному обобщению 
применительно к любой задаче в чистых 
стратегиях. Поскольку структура решения 
любой матричной игры в чистых стратеги-
ях одинакова, то есть одна из переменных 
равна 1, остальные переменные 0ix = , то 
в соответствии с условиями дополняющей 
нежесткости и правилом расчета оптими-
зационной конкуренции последняя всегда 
будет строго больше нуля. Это означает, 
что в игровой (матричной) модели получить 
«чистый выигрыш» невозможно при нуле-
вой оптимизационной конкуренции. Непре-
менно должна быть конкуренция, жесткость 
отбора. В предыдущих работах [1; 2] нами 
показано, что высокая эффективность, как 
правило, коррелируется с высоким уровнем 
оптимизационной конкуренции. Это теперь 
наблюдаем и в матричных играх: чистая 
стратегия, или «чистый выигрыш», связана 
с именно с положительной оптимизацион-
ной конкуренцией. Иными словами, «чи-
стый выигрыш» предопределяет и бо́льшую 
жесткость отбора переменных.

По аналогии с предыдущим выводом  
в игровых моделях, в которых седловая точ-
ка существует только при смешанных стра-
тегиях, оптимизационная конкуренция мо-
жет быть и нулевой, так как все соответству-
ющие вероятности ix  (в сумме равные 1)  
могут быть положительны. Тогда, в полном 
соответствии с показателями (6, 7) K и Kнорм 
равны нулю. Рассмотрим следующую ма-
тричную игру, отраженную на рисунке 2. 

В данном случае, как видно на рисунке 2, 
представлены только смешанные страте-
гии, значение цены игры (седловой точки) 
находится между 2 и 7. Решение соответ-
ствующей данной матрице платежей задачи  



М
а

т
е

М
а

т
и

ч
е

с
к

о
е

 М
о

д
е

л
и

р
о

в
а

н
и

е
, 

с
и

с
т

е
М

н
ы

й
 а

н
а

л
и

з

216                  Ekonomika i upravlenie = Economics and Management • 2025 • 31 (2) • 212–218

В1 В2 В3 Min строк

А1 4 7 2 2
А2 7 3 2 2
А3 2 1 8 1

Max столбцов 7 7 8

Рис. 2. Платежная матрица № 2
Fig. 2. Payoff matrix No. 2

Источник: составлено автором .

В1 В2 В3 Min строк

А1 5 50 50 5
А2 1 1 0,1 0,1
А3 10 1 10 1

Max столбцов 10 50 50

Рис. 3. Платежная матрица № 3
Fig. 3. Payoff matrix No. 3

Источник: составлено автором .

линейного программирования и расчет по-
казателя оптимизационной конкуренции 
приводит к следующим результатам. Цена  
игры (седловая точка) равна 4,03 при вы-
боре игроком А стратегий с вероятностя-
ми 1 0,43;x =  2 0,23;x =  3 0,34.x =  Пока-
затели оптимизационной конкуренции K  
и Kнорм равны нулю. Казалось бы, что игра 
в смешанных стратегиях, в которых уже 
нет «чистого выигрыша», а значит, речь 
идет только о математическом ожидании 
(среднем значении) выигрыша, и не долж-
на сопровождаться высокой оптимизацион-
ной конкуренцией. Но это не совсем так. 
Рассмотрим еще одну задачу, прежде чем 
окончательно сформулировать вывод отно-
сительно оптимизационной конкуренции 
в аспекте матричных игр со смешанными 
стратегиями. Пусть на рисунке 3 дана ма-
тричная игра. 

Значение цены игры (седловой точки) 
находится между 5 и 10 и определяется 
в  смешанных стратегиях. Решение соот-
ветствующей данной матрице платежей 
задачи линейного программирования  
и расчет показателя оптимизационной кон-
куренции дают следующие результаты. Цена  
игры (седловая точка) равна 9,17 при вы-
боре игроком А стратегий с вероятностями 

1 0,17;x =  2 0;x =  3 0,83.x =  Показатель опти-
мизационной конкуренции Kнорм = 0,891.

Таким образом, можно сделать вывод 
о  том, что выигрыш в матричных играх 

с  чистыми стратегиями всегда отличается 
ненулевой оптимизационной конкурен цией, 
а математическое ожидание выигрыша 
в  смешанных стратегиях может сопрово-
ждаться и нулевой, и ненулевой оптимиза-
ционной конкуренцией. Этот вывод целесо-
образно трактовать и следующим образом. 
«Чистый выигрыш» требует ненулевую оп-
тимизационную конкуренцию, а средний, 
ожидаемый, с вероятностью, в зависимости 
от матрицы платежей, может сопровождать-
ся и нулевой, и ненулевой конкуренцией.

Вышеизложенное позволяет иначе взгля-
нуть и на трактовку результатов игровых 
моделей, в частности матричных игр с ну-
левой суммой. Сегодня результатом игры 
является лишь ее цена, определяемая в чи-
стых или смешанных стратегиях. Но при-
веденные в статье результаты говорят о том, 
что значение цены игры целесообразно со-
поставлять со значением оптимизацион-
ной конкуренции, что дает дополнитель-
ную информацию для анализа. Например, 
одни и те же значения цены игры могут 
быть достигнуты при различных уровнях 
оптимизационной конкуренции. Существу-
ет и закономерность. Она прослеживается 
в том, что для одной и той же матричной 
игры (в которой изначально было решение 
в смешанных стратегиях) при изменении ис-
ходных данных платежной матрицы таким 
образом, что разница между верхней и ниж-
ней границей игры начнет уменьшаться,  
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показатель оптимизационной конкуренции 
имеет тенденцию к росту по мере того, 
как данный промежуток будет сжиматься,  
и в итоге, если эта разница достигнет нуля, 
показатель примет максимальное значение. 
Не следует ожидать монотонного роста, это 
может проистекать скачком от 0 до максиму-
ма оптимизационной конкуренции. Иными  
словами, по мере того, как потенциал для 
смешанных стратегий становится все мень-
ше (диапазон между максимином и мини-
максом уменьшается), происходит рост оп-
тимизационной конкуренции.

Выводы

1. Таким образом, выявлена связь между 
оптимизационной конкуренцией и резуль-

татами матричных игр с нулевой суммой. 
«Чистый выигрыш» возможен только при 
ненулевой оптимизационной конкуренции, 
а средний, ожидаемый, с вероятностью, 
в  зависимости от матрицы платежей, мо-
жет сопровождаться и нулевой, и ненулевой 
конкуренцией.

2. Изложенный в статье подход позволяет 
по-новому подойти к трактовке результатов 
игровых моделей, в частности матричных 
игр с нулевой суммой. В настоящее время 
результатом игры является лишь ее цена, 
определяемая в чистых или смешанных 
стратегиях. Но приведенные выше резуль-
таты говорят о том, что значение цены игры 
целесообразно сопоставлять со значением 
оптимизационной конкуренции, что дает 
дополнительную информацию для анализа.
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