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Понятие конкуренции в задачах оптимального 
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Цель. Определить понятие конкуренции в задачах оптимального распределения ресурсов. 
Сформулировать ее показатели непосредственно в математической постановке задачи, от-
ражающие конкуренцию в практических задачах.

Задачи. Выявить математические показатели, характеризующие уровень конкуренции в опти-
мизационных задачах по распределению ресурсов. Показать на примерах адекватность и чув-
ствительность выбранных показателей конкуренции для различных экономических ситуаций.

Методология. В основе выбранных показателей конкуренции в данных задачах находится 
понятие «жесткость отбора» конкурентов, претендующих на ресурсы. Их расчет проводится 
в полном соответствии с известными методами оптимизации и  условиями оптимальности 
для задач данного класса и  позволяет трактовать результаты оптимизации как меру сопер-
ничества за ресурсы.

Результаты. Определены и формализованы два типа показателей конкуренции в задачах 
оптимального распределения ресурсов для линейных и нелинейных случаев. Показаны на 
примерах зависимости эффективности от различного состава конкурентной среды. Пред-
ставлены зависимости «жесткости отбора» конкурентов в условиях сокращения ресурсов.

Выводы. Рассматриваемые в статье показатели конкуренции могут быть включены в стан-
дартный анализ решения задач оптимального распределения ресурсов, предусматривающий 
отыскание экстремума, поиск оптимального плана, анализ устойчивости, пределов, влияния 
ограничений на целевую функцию, двойственные оценки, меру дефицитности ресурсов и т. д. 
Если к подобному анализу присоединить и показатель конкуренции, то получаем еще один 
фактор для анализа, который при прочих равных условиях может стать существенным. Воз-
можно применение показателя конкуренции как при многошаговой процедуре нахождения 
экстремума функции (например, как дополнительный критерий выбора свободной перемен-
ной), так и при анализе результатов решения задачи.

Ключевые слова: конкуренция, показатели конкуренции, ресурсы, оптимизация, эффективность.
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The Concept of Competition in Optimal Resource Allocation  
and Methods for Its Assessment
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Aim. The presented study aims to define the concept of competition in optimal resource allocation 
and to determine indicators of competition in practical tasks directly in the mathematical 
formulation of the problem.
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и Tasks. The authors determine mathematical indicators that characterize the level of competition 

in resource allocation optimization tasks and show examples of the adequacy and sensitivity of 
the selected competition indicators in various economic situations.

Methods. The selected competition indicators for these tasks are based on the concept of “rigor-
ous selection” of competitors applying for resources. The indicators are calculated in full ac-
cordance with the known optimization methods and optimality conditions for problems of this 
class, making it possible to interpret the results of optimization as a measure of competition 
for resources.

Results. Two types of competition indicators for linear and non-linear cases of optimal resource 
allocation problems are defined and formalized. Examples of the dependence of efficiency on 
different compositions of the competitive environment are shown. Dependencies of the “rigorous 
selection” of competitors in the context of resource depletion are described.

Conclusions. The competition indicators considered in the study can be included in the standard 
analysis for solving the problems of optimal resource allocation, which involves finding an ex-
tremum, searching for an optimal plan, analyzing stability, limits, the effect of restrictions on 
the target function, dual estimates, a measure of resource scarcity, etc. Adding the competition 
indicator to this analysis provides another factor for analysis, which can be significant under 
otherwise equal conditions. The competition indicator can be used both in a multi-step procedure 
for finding the extremum of a function (for example, as an additional criterion for choosing a 
free variable) and in the analysis of the results of problem-solving.

Keywords: competition, competition indicators, resources, optimization, efficiency.
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Многие задачи оптимального распределения 
ресурсов, оптимального бюджетирования, 
целесообразного распределения инвести-
ций, оптимизации производственного пла-
на, управления запасами и т. п. сводятся 
к формулировке и решению следующей за-
дачи, где требуется найти максимум целе-
вой функции при ряде ограничений и не-
отрицательных переменных:

 1 2
1 2, 

min  , 
n

nx x x
f x x x .  (1)

 1 2, 0j ng x x x   j = 1, 2… m.  (2)

 0ix  i = 1, 2… n.  (3)

Несмотря на большое число подходов 
и  методов, предназначенных для решения 
подобных задач [1; 2; 3; 4; 5; 6; 7], суще-
ствует один момент, который пока не учтен 
в задаче (1), (2), (3). Суть его заключается 
в следующем. В действительности процессы, 
отраженные математическими моделями 
данного типа, по нашему мнению, отлича-
ет конкуренция. Например, формирование 
бюджета может сопровождаться соперни-
чеством различных лоббирующих групп. 
Такая конкуренция естественна.

До сих пор, как нам кажется, вопрос 
состоял лишь в нахождении оптимально-
го плана, обеспечивающего максимум или 

минимум критериев эффективности при 
тех или иных ограничениях. Но, поскольку 
многие практические задачи, где возникает 
конкуренция за ресурсы, могут быть све-
дены к задаче (1), (2), (3), невольно возни-
кает вопрос о том, где при математической 
формализации и постановке задачи прояв-
ляется эта конкуренция. Подобно тому как 
на финансирование статьи бюджета претен-
дуют различные организации (получатели 
средств, поставщики), что приводит к сопер-
ничеству между ними, так и в соответству-
ющих математических моделях должна быть 
отражена некая величина, которая будет 
характеризовать конкуренцию за ресурсы.

Определим прежде всего понятие конку-
рентной переменной. Будем предполагать, 
что если переменная в оптимальном плане 
решения задачи (1), (2), (3) положительна  
( *

ix  > 0), то она является конкурентной; если 
*
ix  = 0, то считаем ее неконкурентной. Ины-

ми словами, «конкурентность» переменной 
будет означать ее доступ к распределяемым 
ресурсам. Однако нас интересует не реше-
ние задачи (1), (2), (3), а то, каким образом 
оценить остроту соперничества (конкурен-
цию) в задачах данного типа. Известные 
методы решения задач нацелены в первую 
очередь на поиск оптимального решения, 
что гарантирует нахождение конкурентных 
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и неконкурентных переменных. Что считать 
уровнем конкуренции при распределении 
ресурсов? Какова острота соперничества 
(конкуренция) при оптимизации ресурсов? 
Современные методы не способствуют реше-
нию данных вопросов.

Скорее всего, это должен быть некий по-
казатель, который учитывает «жесткость 
отбора» конкурентных переменных. В одних 
задачах в оптимальном плане, независи-
мо от вариации исходных данных, все n 
переменных «получают ресурсы» ( *

ix > 0); 
в других — картина меняется: сокращение 
ресурсов приводит к появлению нулевых 
решений — неконкурентных переменных. 
Становится понятным, что показатель кон-
куренции нужно определять из условий оп-
тимальности решения задачи (1), (2), (3), 
которые, кстати, неоднократно описаны 
в  исследованиях разных лет.

Рассмотрим известную задачу оптимально-
го распределения ресурсов [5]. Найти макси-
мум функции (4) при ограничениях (5) и (6):

 

·
  

  1   1

1 i i

n n
b x

i i i
i i

f x a e .   (4) 

 1 2 . nx x Xx    (5)

 0.ix    (6) 

 Оптимальное решение задачи (4), (5), 
(6) может быть найдено из условий (7), (8). 
Если *

ix  — оптимальное решение задачи, 
то существует положительное  (множитель 
Лагранжа): 

  *·*
    ,i ib x

i i i if x a b e  если * 0ix     (7)

 
*·*

    ,i ib x
i i i if x a b e  если * 0.ix   (8)

Рассмотрим условия (7), (8). Физический 
смысл величины  — это скорость измене-
ния целевой функции (4) по ограничению 
(5), то есть по X. Учитывая, что эффектив-
ность нередко определяют как показатель, 
где результаты соотносятся с затратами, то  
можно рассматривать и как эффективность. 
Но можно дать и иное толкование . Эта 
величина является так называемой планкой 
(«жесткость отбора»), которую необходимо 
преодолеть частным производным *

 ,i if x  
чтобы i-я переменная получила какие-то 
ресурсы и стала конкурентной. И, наоборот, 
если этого не происходит, «барьер не взят», 
то * 0ix  (неконкурентные переменные). Бо-
лее того, величина  формируется только 

конкурентными переменными, которые раз-
делили между собой ресурсы X, оставив «за 
бортом» все нулевые, «неконкурентные» 
переменные. Величину  легко найти из 
уравнения для всех положительных ix :

 
  1

1 ln .  
n

i i

ii

a b
X

b
 (9)

Чтобы убедиться в том, что параметр  мо-
жет служить объективным показателем кон-
куренции в задаче (4), (5), (6), необходимо 
оценить его значение в ситуациях, которые 
всегда обостряли конкуренцию в таких эко-
номических задачах, как снижение уровня 
финансирования или распределяемых ре-
сурсов, «степень неравенства конкурентов». 
Иными словами, необходимо исследовать 
поведение , чтобы установить, будет ли 
выбранный показатель конкуренции объек-
тивно отражать «степень жесткости отбора» 
конкурентных переменных и тем самым слу-
жить мерой оценки конкуренции в задаче 
(4), (5), (6).

С этой целью решим задачу (4), (5), (6), 
варьируя исходные данные следующим об-
разом. Общий уровень ресурсов X изменя-
ется в пределах от 0 до 10 единиц. Число 
переменных n = 10. Коэффициенты  ib  бу-
дем считать равными 1 для наглядности 
результатов. Таким образом, оптимальный 
план *

ix  (i = 1...10) будет зависеть только 
от X и  ia  (i = 1, ..., n). Коэффициенты  ia  
(нормируем их и будем считать, что в сумме 
они равны единице) задаются так, чтобы 
отразить три случая.

Первый случай: все переменные в опти-
мальном плане заведомо будут равны (и, сле-
довательно, конкурентоспособны) ( *

ix  > 0 
для всех i = 1, ..., n). Это означает, что все 
переменные «получат доступ к ресурсам». 

Это достигается при  
1 1 .

10ia
n

 Данный 

случай назовем «равные конкуренты».
Во втором случае, если допустить, что 

ia  неодинаковы, уже не будет равенства 
конкурентов. Распределение *

ix  в соответ-
ствии с условиями оптимальности (7), (8) 
может привести к появлению и нулевых 
решений. Этот случай отражает вариант 
«неравных конкурентов». Различие между 
коэффициентами ia  зададим с помощью ко-
эффициентов Фишборна [7], которые равны 

 
2 1

.
1i

n i
a

n n
 Они сформируют своего рода 

множество «неравных конкурентов», под-
чиненное отношению 1 2 ,na a a  и уже 
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Рис. 1. Изменение показателя конкуренции (первого типа) от ресурсов и степени неравенства конкурентов

равного получения ресурсов заведомо быть 
не может.

С помощью других (усиленных) коэффи-

циентов Фишборна  
2

2 1
n i

i na  можно задать 

и более сильное неравенство между конку-
рентами с таким же, как и в предыдущем 
случае отношении, только различие между 
коэффициентами будет более ощутимым. 
Охарактеризуем этот случай как «сильное 
неравенство конкурентов».

Рассмотрим в первую очередь поведение 
множителя Лагранжа, решая задачу (4), (5), 
(6), варьируя ресурсы X от 1 до 10 для каж-
дого из трех вариантов: равные конкуренты, 
неравные конкуренты, сильное неравенство 
конкурентов, как показано на рисунке 1. 
Интересным представляется то, как будет 
изменяться показатель , будет ли он ха-
рактеризовать именно «жесткость отбора» 
конкурентов при получении ресурсов, когда 
при изменении исходных данных проявят-
ся известные для процессов конкуренции 
моменты.

Множитель Лагранжа, указанный на ри-
сунке 1, служит так называемой планкой 
или «проходным баллом» для получения 
ресурсов, что явствует из условия (7). Дей-
ствительно, он может быть интерпретирован 
в качестве показателя конкуренции в исход-
ной задаче, потому что адекватно оценивает 

факторы, присущие конкуренции в целом. 
Во-первых, чем сильнее неравномерность 
конкурентной среды при дефиците (умень-
шении) ресурсов, тем выше конкуренция, 
и наоборот, при больших ресурсах вклад 
конкурентной среды в общую эффектив-
ность будет небольшим. Если уменьшение 
ресурсов ведет во всех случаях к повышению 
конкуренции (это вызвано и характером це-
левой функции), то очевидным становится 
обострение конкуренции при небольших 
ресурсах, как видно на рисунке 1. 

При неравенстве (сильном неравенстве) 
конкурентов с уменьшением ресурсов воз-
можно появление неконкурентных перемен-
ных и перераспределение ресурсов в пользу 
«эффективных переменных». При «равных 
конкурентах» никто не получает отказа 
в  ресурсах, тем самым планка доступа к 
ним снижается. Это подтверждается и дан-
ными, приведенными на рисунке 2. По мере 
уменьшения ресурсов число нулевых реше-
ний (неконкурентных переменных) растет 
тем больше, чем сильнее неравенство кон-
курентов, и лишь при равных конкурентах 
нулевые решения отсутствуют.

В частности, зависимости на рисунке 1 
подтверждают известный факт: именно вы-
сокая конкуренция приводит к значитель-
ной эффективности, поскольку множитель 
Лагранжа — это эффективность, если под 
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Рис. 2. Изменение числа неконкурентных переменных от ресурсов

ней понимать количественное соотношение 
между результатами и затратами. С уве-
личением ресурсов (X) это свойство обе-
сценивается: эффективность не зависит от 
степени неравенства конкурентов. Как по-
казано на рисунке 1, это происходит при 
X > 5, в рамках принятых нами условных 
исходных данных.

Однако этот показатель конкуренции (на-
зовем его показателем первого типа), не-
смотря на то, что он адекватно оценивает 
конкуренцию или, иными словами, доступ 
к ресурсам в задаче (4), (5), (6), имеет в ряде 
случаев и недостатки. Во-первых, неясно, 
что считать показателем конкуренции в слу-
чаях нескольких ограничений: будет уже 
не один параметр , а несколько подобных 
множителей. Во-вторых, наблюдается неэла-
стичность показателя в линейном случае. 

Приведем пример для линейного слу-
чая. Необходимо найти максимум функции  
10x1 + x2+3x3 + 2x4 при ограничениях: 

x1 + x2 + x3 + x4 = 20,  0.ix  
Условия оптимальности в данном случае 

следующие:
10 = , если *

1 0x  *
1 20x  

1 ≤ , если *
2 0x  

3 ≤ , если *
3 0x  

2 ≤ , если *
4 0.x  

Показатель конкуренции ( ) при этом ра-
вен 10, и переменные x2, x3, x4 всегда будут 
нулевыми в оптимальном решении, если ко-
эффициенты при них не будут равны 10. Но, 
если увеличить коэффициенты (при x2, x3, 
x4) так, что они будут приближаться к  10, 
то ситуация должна измениться. Уровень 
конкуренции (умозрительно) должен падать. 
Шансов получить ресурсы у второй (третьей, 
четвертой) переменных будет больше. Пред-

положим, что коэффициент при x2 равен 9,9. 
Показатель конкуренции первого типа так 
или иначе равен 10 и, следовательно, он не-
чувствителен к тому, насколько коэффициент 
при второй переменной приблизился к 10.

Вернемся к условиям оптимальности (7), 
(8). Каков физический смысл разности 
правой и левой части неравенств? Это — 
недостаток (дефицит) скорости изменения 
целевой функции по тем нулевым перемен-
ным, которого и не хватило, чтобы данные 
переменные стали положительными (полу-
чили доступ к ресурсам). Итак, суммируя 
разность для всех неравенств, получим по-
казатель конкуренции второго типа, физи-
ческий смысл которого не «планка доступа» 
к ресурсам, а «недостаток той скорости, 
которая и привела к нулевым решениям».

Это — физический смысл показателя (не 
забываем о физическом смысле производной 
вообще). Для экономических или иных за-
дач данный показатель можно трактовать 
и как дефицит эффективности, и как дефи-
цит конкуренции. Такой показатель не за-
висит от числа ограничений и чувствителен 
в линейном случае. К тому же в линейных 
задачах он легко находится из симплекс-
таблицы. Вычислим показатель второго 
типа, представленный на рисунке 3, для 
аналогичной задачи (4), (5), (6), изменяя 
подобным образом исходные данные.

Показатель второго типа учитывает не 
только множитель , но и производные целе-
вой функции для нулевых решений, и число 
нулевых решений. Данные показатели дают 
схожую картину (уровень конкуренции па-
дает по мере увеличения ресурсов). Однако 
существуют и различия. Если множитель 
Лагранжа (показатель первого типа) фор-
мируется лишь исходя из положительных 
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Рис. 3. Изменение показателя конкуренции (второго типа) от ресурсов и степени неравенства 
конкурентов

решений и задает так называемую планку 
доступа к ресурсам, то второй показатель 
конкуренции учитывает и «планку», и то, 
насколько неконкурентные переменные от-
стают от конкурентных. В этом случае, в от-
личие от показателя конкуренции первого 
типа, неравномерность конкурентов (при 
сокращении ресурсов) оценивается иначе: 
чем сильнее неравномерность конкурентов, 
тем у них меньше наблюдается дефицит ско-
рости (эффективности), который и был не-
обходим для получения ресурсов.

Подобный подход к понятию конкурен-
ции в задачах оптимального распределения 
ресурсов интересен и для задач линейно-
го программирования, а также допускает 
в данном случае оригинальную интерпрета-
цию симплекс-метода. Воспользуемся двой-
ственными оценками. Как известно, если 
ограничение в двойственной задаче (канони-
ческого вида) строго больше коэффициента 
при целевой функции (сi), в частности

 
  

  1

  1, , , 
m

ji j i
j

a y c i n  (10)

то * 0.ix  
Экономическое толкование этого извест-

но: если затраты на изготовление едини-
цы данного вида продукции не покрыва-
ются прибылью, то выпускать ее нецелесо-
образно. Но данное условие имеет и другое 
толкование, которое использовано при ре-
шении задачи (4), (5), (6). Разность между 
правой и  левой частью любого неравенства 
из  (10)  — это не что иное, как недостаток 

скорости (эффективности) целевой функции 
по i-й переменной, которого и не хватило 
для получения ресурсов, чтобы стать кон-
курентной. В качестве интегрального пока-
зателя можно взять разницу между правой 
и левой частями неравенств (10), суммируя 
ее по всем n неравенствам. Это и будет по-
казателем конкуренции второго типа.

Такой показатель легко вычислить из зна-
чений индексной строки симплекс-таблицы 
прямого метода на том шаге, когда все ее 
значения становятся положительными. Его 
физический смысл состоит в следующем: 
суммарный недостаток (дефицит) скорости 
изменения функционала по переменным, 
которые не получили ресурсов. Иными 
словами, конкуренция — это дефицит эф-
фективности, который привел к нулевым 
решениям (отсутствию финансирования).

Процедуру симплекс-метода, многошаго-
вую замену базисных переменных на свобод-
ные можно рассматривать как замену некон-
курентных переменных на конкурентные. 
По мере того, как это происходит, значения 
в индексной строке могут и увеличиваться, 
и уменьшаться. Монотонности показателя 
конкуренции второго типа не обнаружено. 
Изменение выбранного показателя конку-
ренции можно назвать тенденцией к росту, 
поскольку на каждом шаге симплекс-метода 
становится меньше возможностей по заме-
не неконкурентных переменных конкурент-
ными. Но очевиден тот факт, что процесс 
поиска оптимума прекращается, если все 
значения в индексной строке становятся 
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неотрицательными, окончательно формируя 
показатель конкуренции. 

Охарактеризованные в статье показатели 
конкуренции можно включить в анализ ре-
шения задач оптимального распределения 
ресурсов. Как правило, стандартный анализ 
предусматривает отыскание экстремума, по-
иск оптимального плана, анализ устойчи-
вости, пределов, влияния ограничений на 
целевую функцию, двойственные оценки, 

меру дефицитности ресурсов и т. д. Если 
к подобному анализу присоединить и пока-
затель конкуренции, то получим еще один 
фактор для анализа, который при прочих 
равных условиях может стать существен-
ным. Возможно его применение и при мно-
гошаговой процедуре симплекс-метода (как 
дополнительный критерий выбора свобод-
ной переменной), и при анализе результатов 
решения нелинейных задач.
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